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Mathématiques PTSI 2 Feuille n°7

Comparaisons de fonctions

Exercice 1. Quelques résultats classiques Exercice 4. Logarithme

Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle I et a un élément de I ou une

extrémité de I. Montrer les résultats suivants : Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle I et ¢ un élément de I ou une
J@)= 0 (9(a) <= /@) = O (la()) extrémité de 1
flx) = ( () <= |f(x)| = o (lg(2)]) 1. Montrer que si f(x) e g(z) et CEliinag(x) =LavecL>0et L#1,
(@) I:a g( ) = |f(2)] ~ lg(2))| alors In(f(z)) e In(g(x)). (On traitera également le cas : L = 400.)
f(z) o g(z) = f(z) = mga (9(x)) 2. (a) Montrer que 1+ x -~ 1+ 2%

E ice 2. E tiell
xereiee wponentete (b) Déterminer un équivalent simple de In(1 + ) et de In(1 + 22) en 0.

Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle I et a un élément de I ou une
extrémité de I.

1. Montrer : ef® ~ () — hm f( )—g(z) =0.

r—a

(c) Que dire de In(1 + z) et In(1 +2%)?

3. On rappelle que : Argsh(z) = In(z + /22 + 1). Trouver un équivalent simple de

2. Comparer les fonctions e, e””z_ et et Argsh(z) en +oo et en —oo.

3. En s’inspirant de la question 77, trouver une condition nécessaire et suffisante

sur f et g pour que : /@ = o (eg(””)) Exercice 5. Déterminer un équivalent simple des fonctions suivantes :

T—a

4. Méme question pour : e/®) = O (eg(“:))

z—a 1. f(x) = sin(x) tan(z) en 0 8. f(z) = t:fm(:v) on
Exercice 3. Simplifier : sin?(x) sin()
2_f():ez_1en0 sm(m)—? s
1. o (52) 8. (z +2?) 9. f(z) = -1 My
@0 vrroc 3. f(x) =In(14+2%) en 0 € .
1 1 n _ V2
2. o (x + 5+ 1n(ff)> 9., O (a0t @z +ara® 4 ana”) b flo)= Ot 10. f(z) = 751115:6) 2 en =
0. o @)+, o @ T taerg) -1 T
3. o (1 + % + ln(a:)> rrheo wros - 11. f(z)=1In (1 + 2 en +00
z—0+ \ T zB2 11. go(x )+ OO(:E) 5. f(x):tan<2x+1> en 0 3
4. o (z 4+ 2* + In(z)) 2 o @) 4 o (3 + . 12. f(x) =In(1 +2?) en +oo
- ( . 1 ) " z—4oo (in(@) + z—wgog) 6. f(x) = tan3(z)(cos(x)® —1) en 0 13, f(a) In(z + 1) — In(z) o o0 of
. o — o (In(z o (e . flx) = 00
+ 3 T—+00 T—+00 341 Vi 1-—
e 9 ‘ N - 7. f(x) = arccos <x3 + ) en 0. o+ v ve
6. o (x—i—x) 13. o (z)— () o+ 2 en
z—0 an
7. o (ag+az+ asx® + -+ ana"™) 14. o (x) (xz)

z—0 T—+00 w—>+oo 1



Exercice 6. Déterminer, si elles existent, les limites en 0 des fonctions suivantes :

1.

10.

11.

12.

13.

14.

f) = h;(tlalé))
J(@) = 15;1((;—;
J(@) = 1 iScl(rjlsg(:ac)
V1i+z?2 -1
= Nva
exp ( 1+ sin(x)) —e
J@) = tan(x)
fla) =2, g(z) = («*)"
B zIn*(2)
fz) = tan(y/z)
o) = SPm) 7!
T
y/cos(x) —1
f) = exp(oc(2))— 1
fla) = YT+ 3;n—(x\;/1 +dz

(@) = (sin(e)
flz) = 2 tan(:zl:— sin(x)

f(x) = (cos(x))(m)

Exercice 7. Fonction réciproque

Soit f une fonction continue et croissante définie sur R™ telle que f(z)

Montrer que f admet une fonction réciproque notée f~* telle que f~*(z)

Exercice 8. Fonction tangente

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

o) = (422)

~ In(cosx)
Jx) = 1 — cos(2x)

_ In(cos(z)) In(sin(x))
1) = —nttan(@)

fx) = [In(x)[*
1 — y/cos(z)

f(z) = /¢
flz) = <Sin(2x)>1+m

f(x) = exp(ax) — exp(fSz)

ot (o, B) € R? etxoz +8
f(2) = In(cos(z))

22
cos(azx) — cos(fx)

fla) =
ot (o, B) ER?* et a #

o= (2)

f() = (sin(a) + cos(x))

8=

_ In(cos(2z))
Jx) = In(cos(3z))
fz) = (cos(a:))ﬂ%’", m e N

1. Donner un équivalent simple de tan(x) en g

2. En déduire un équivalent simple de arctan(z) — g en +oo.

~J
r——+00

2

~ I
r— 400 4

2/

Exercice 9. Equivalents de fonctions trigonométriques réciproques

1. Montrer que arccos(z) ~ +/2(1 — x).

r—1—

2. En déduire un équivalent de arccos(1 —z) en 0F.

3

1
3. Donner une équivalent de f(x) = arccos <m312) en +oo.
x

4. De méme, déterminer un équivalent de Argch(1 + ) en 07.

Exercice 10. Calculer, si elle existe, lim f(z) dans les cas suivants :
r—ra

1.

2.

10.

11.

fx) = (CL‘—%) tan(2z), azg
f(2) = tan(2)™), a =

_ sin(rxz)
flx) = m;a—l

_ tan(rz)
f(.’E)— z+2 ,(L——2
f(x)z(l—x)tan(%),azl

oua >0
x—1
f(x)_mm_laazl
sin? — sin?
flay = T 2D
_sin(rx)
f(@) In(z) ’ L
3 2
f(m):x — 2z —|—233—1,a:1

-2tz —1

Exercice 11. FEtude d’asymptote

Soit f la fonction d’expression : f(z) =

1.

Déterminer la limite lim

r—+00 X

12. f(z) =

cos(x)
13. £(2) = (n(2))"
14. f(x)

_VE—e
In(z) — 1’

™
7a:§
an(%)’a:e

e

15. f(z) = (tan (g))tan(m), a=

16. f(z) = (1+In(2))™ (%) ¢ =1

17. f(x) =

™

2

Cax(Wat+1— Vet 1)

+00

18. f(z) = (

1+

19. f(z) = (In(z) — 1)In(x —e), a =e

1 1
20. f(z) = sin(l)“x;” a = +00

T

ash(z) + e
ch(z)+1 °

2. Déterminer la limite lim f(z) — ax = 0.
r—>—400

xT
) , & = +00

3. Déterminer le signe de f(z) — (ax + b) au voisinage de +oo.

ViZ+1—+v22=1 "~



